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Resumo

Neste texto propomos uma estrutura para atividades educacionais em que Unidades de Ensino
Potencialmente Significativas caracterizadas em Moreira (2011) sdo subsidiadas por atividades de
modelagem matematica. Apresentamos resultados de uma pesquisa em que investigamos a
ocorréncia de aprendizagem significativa de alunos envolvidos com atividades de modelagem em
uma unidade de ensino associada ao estudo de equagOes de diferencas. As atividades foram
desenvolvidas no ambito da disciplina de Modelagem Matematica na Perspectiva da Educacao
Matematica no quarto ano de um curso de Licenciatura em Matematica. A anélise que fizemos
evidencia alguns elementos que indicam que atividades de modelagem contemplam principios
conceituais e metodoldgicos que norteiam uma UEPS. A partir da identificacdo desses elementos
analisamos quatro alunos no decorrer do desenvolvimento da UEPS mediada pelas atividades de
modelagem e podemos conjecturar que os principios basicos para a ocorréncia de aprendizagem
significativa bem como a sinalizacdo de reconciliacdo integradora e de diferenciacdo progressiva
podem ser evidenciados. Neste sentido, a inclusdo de atividades de modelagem na UEPS pode
fortalecé-la no que se refere a sua capacidade de promover a aprendizagem significativa dos
estudantes.
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Abstract

In this paper we propose a framework for educational activities in which the Potentially
Meaningful Teaching Unit (PMTU), proposed in Moreira (2011), are subsidized by mathematical
modeling activities. We present results of a research that investigated the occurrence of meaningful
learning of students involved in the modeling activities in a teaching unit associated with the study
of difference equations. The activities were conducted within the discipline Mathematical Modeling
Perspective on Mathematics Education in the fourth year of a Bachelor's Degree in Mathematics.
The analysis we did shows some evidence that modeling activities include conceptual and
methodological principles that guide a PMTU. From the identification of these elements we
analyzed 04 students during the development of PMTU mediated modeling activities and we may
conjecture that the basic principles for the occurrence of meaningful learning and signaling
integrative reconciliation and progressive differentiation can be demonstrated. In this regard, the
inclusion of modeling activities in PMTU can strengthen it with respect to its ability to promote
meaningful learning.

Keywords: meaningful learning; PMTU; mathematical modeling.

Introducéo

A teoria da aprendizagem significativa teve sua origem em 1963 com David Ausubel e
recebeu depois contribui¢des de varios pesquisadores como, por exemplo, J. Novak, D. Gowin, M.
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A. Moreira. Buscar essa aprendizagem por meio das atividades escolares desenvolvidas com alunos
nos diferentes niveis de escolaridade, ainda que seja um dos principais objetivos, € um desafio em
muitas circunstancias educacionais.

Neste sentido, Moreira (2011) indica a constru¢cdo do que denomina Unidades de Ensino
Potencialmente Significativas (UEPS). Segundo o autor trata-se de atividades cujas caracteristicas
tém potencial para facilitar a aprendizagem significativa dos estudantes. O autor, a partir de alguns
principios que considera fundamentais para a ocorréncia de aprendizagem significativa, bem como
a partir de uma filosofia educacional, define um conjunto sequencial de procedimentos que
caracterizam uma UEPS.

Neste texto, visando apresentar uma estrutura para atividades educacionais em que
Unidades de Ensino Potencialmente Significativas poderiam ser subsidiadas por atividades de
modelagem matematica, apresentamos resultados de uma pesquisa em que investigamos a
ocorréncia de aprendizagem significativa de alunos envolvidos com atividades de modelagem em
uma unidade de ensino associada ao estudo de equagOes de diferengas. As atividades foram
desenvolvidas no ambito da disciplina de Modelagem Matematica na Perspectiva da Educacao
Matematica ministrada por uma das autoras desse texto no quarto ano de um curso de Licenciatura
em Matematica.

Na andlise das atividades evidenciamos elementos que sinalizam que a UEPS planejada e
estruturada com a inclusdo de atividades de modelagem matematica atende aos principios
educacionais e metodoldgicos caracterizados por Moreira (2011). A partir da identificacdo desses
elementos, a analise de quatro alunos nos leva a conjecturar que a inclusdo de modelagem na UEPS
pode fortalecé-la no que se refere a sua capacidade de promover a aprendizagem significativa dos
estudantes.

UEPS - uma configuragdo para atividades educacionais facilitadoras da aprendizagem
significativa

A teoria da Aprendizagem Significativa corresponde a uma proposta psicoeducativa em
uma perspectiva cognitivista formulada por David Ausubel na década de 1960. Ausubel entende a
Aprendizagem Significativa como um processo de modificacdo do conhecimento e para tanto,
reconhece a importancia dos processos cognitivos dos alunos, que ocorrem em uma interacéo entre
as informacdes novas e a estrutura cognitiva de cada um (AUSUBEL, NOVAK e HANESIAN,
1980).

Levando em consideracdo as ideias ja apresentadas pelo proprio Ausubel, Moreira (1999),
define a Aprendizagem Significativa como um processo por meio do qual o sujeito que aprende
relaciona, de maneira ndo arbitréaria e substantiva, uma nova informacdo a um aspecto relevante de
sua estrutura cognitiva. A néo-arbitrariedade indica que a nova informacéo deve se relacionar com
um aspecto relevante da estrutura cognitiva de quem aprende e ndo com um aspecto arbitrario
qualquer. A substantividade significa que € a esséncia da nova informagdo que deve ser
interiorizada pela estrutura cognitiva e ndo somente um conjunto de simbolos usados para expressa-
la.

David Ausubel ao longo da estruturacdo de sua teoria, especialmente entre as decadas de
1960 e 1980, identificou condi¢Bes basicas para a ocorréncia de aprendizagem significativa: a
utilizacdo de um material potencialmente significativo nas atividades de ensino; a existéncia, na
estrutura cognitiva do aluno, de conhecimentos prévios que permitam o relacionamento do que o
aluno j& sabe com os conhecimentos novos; e a predisposicao positiva do aluno para aprender.

482



InvestigagGes em Ensino de Ciéncias - V18(2), pp. 481-503, 2013

Considerando estas condi¢des, diversos autores defendem que a organizacao do material de
ensino para as aulas visando a aprendizagem significativa dos estudantes deve estar pautada em dois
principios: a diferenciacdo progressiva, principio segundo o qual as ideias mais gerais e inclusivas
da disciplina devem ser apresentadas no inicio e logo sendo diferenciadas em funcdo dos detalhes e
da especificidade; e a reconciliacdo integradora, principio segundo o qual programar o0 ensino
implica na realizacdo de esforcos sérios e explicitos para explorar as multiplas relagdes entre
conceitos parecidos, destacando as semelhancas e as diferencas importantes, de maneira tal que
possam esclarecer inconsisténcias reais ou aparentes.

Ainda que estes principios e condi¢bes sejam ‘orientadores’ do planejamento e da
execucdo de atividades de ensino, ja em 1973 Joseph Schawb argumentava que qualquer evento
educativo envolve quatro elementos fundamentais: o aluno, o professor, o contelido e 0 meio ou
contexto social. Assim, a organizacdo de atividades de ensino visando a aprendizagem significativa
dos estudantes e que levem em conta estes elementos tem orientado discussdes em diferentes areas
de conhecimento e, em particular, na Educacdo Matematica.

Neste sentido, Moreira (2011) indica a construcdo do que denomina Unidades de Ensino
Potencialmente Significativas (UEPS). Segundo o autor trata-se de atividades cujas caracteristicas
tém potencial para facilitar a aprendizagem significativa dos estudantes. O autor, a partir de alguns
principios que considera fundamentais para a ocorréncia de aprendizagem significativa bem como a
partir de uma filosofia educacional, define um conjunto sequencial de procedimentos que
caracterizam uma UEPS. A figura 1 indica estes principios bem como as caracteristicas do dominio
conceitual e do dominio metodolégico de uma UEPS.

Para operacionalizar o desenvolvimento destas unidades de ensino, o autor caracteriza uma
sequéncia de passos: 1- definicdo do topico (conteudo) a ser abordado na unidade de ensino; 2- criar
e/ou propor situacdes que viabilizem ao aluno externalizar seu conhecimento prévio em relacdo ao
topico; 3- propor situacBes-problema em nivel introdutdrio em relagdo ao contetdo; 4- apresentar
elementos do conteudo em estudo considerando a diferenciacdo progressiva; 5- concentrar o foco
em aspectos mais gerais, mas fundamentais, no ensino do tépico a ser estudado na UEPS; 6- fazer
uma associacdo entre a diferenciacdo progressiva visando buscar a reconciliacdo integradora por
meio de um conjunto de atividades e/ou agdes.

A avaliacdo da aprendizagem na UEPS, segundo o autor, deve se dar de forma continuada,
especialmente no 6° passo e pode ser tanto formativa quanto somativa, por meio de questdes e/ou
situacBes que impliguem compreensao, atribuicao de significado e capacidade de transferéncia.

Levando em consideracdo que uma condi¢do para que ocorra aprendizagem significativa é
a utilizacdo de material potencialmente significativo nas atividades de ensino, e que, segundo
Ausubel, Novak e Hanesian (1980), resolver um problema pode ser encarado como um meio para
promover a aprendizagem significativa, neste texto tratamos de atividades de modelagem
matematica como situacdes de ensino que podem subsidiar unidades de ensino potencialmente
significativas.

Modelagem Matematica

De modo geral, uma atividade de modelagem matematica pode ser descrita em termos de
uma situacdo inicial (problematica), de uma situacdo final desejada (que representa uma solucao
para a situacdo inicial) e de um conjunto de procedimentos e conceitos necessarios para passar da
situacdo inicial para a situacdo final. Neste sentido, realidade (origem da situacdo inicial) e
Matematica (area em que 0s conceitos e 0s procedimentos estdo fundamentados), sdo dominios
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diferentes e que passam a se integrar e, em diferentes momentos, conhecimentos matematicos e nao
matematicos sdo acionados e/ou produzidos e integrados. A esta situacdo inicial problematica a
literatura costuma se referir como situacao-problema; a situacdo final desejada € associada, de modo
geral, uma representacdo matematica, um modelo matematico.

Dominio Dominio
Conceitual Metodologico

Filoesofia: s0 ha ensino quando
ha aprendizagem e esta deve ser
significativa; ensino & o meio,
aprendizagem significativa & o
fim; materiais de ensino devem
ser potencialmente significativos.
Teorias: da aprendizagem

Fenédmeno de
interesse:
ensino e
Aprendizagem

Assergoes de wvalor: o maior
valor da UEPS reside no fato de
que & uma sequéncia didatica
teoricamente fundamentada e,

Pergunta-foco: . . .
por isso, com maior potencial de

significativa de Awusubel; de como =it facilitacs d
educacdo de Novak e Gowin; do construir unidades exito na raciitac=o a
interacionismo social de de aprendizagem significativa.
Vygotsky; dos campos ensino

conceituais de Vergnaud; dos
modelos mentais de Johnson-
Laird; da aprendizagem
significativa critica de Moreira.

potencialmente
faciltadoras da
aprendizagem
significativa
de topicos
especificos
de conhecimento
declarativo

Assergdes de conhecimento:
levando em conta o conhecimento
prévio do aluno, os organizadores
prévios, a diferenciac&o
progressiva, a reconciliacio
integradora e a consolidacéo;
propondo atividades colaborativas
em torno de situages-problema;
mediando a negociacao e a
captacdo de significados; provendo
situacdes-problema e mediando
sua resolugio pelo aluno; buscando
evidéncias de aprendizagem
significativa dentro de uma
perspectiva de progressividade e
complexidade, desestimulando a
aprendizagem mecanica.

Principios:
*o0 conhecimento prévio & a wvaridvel gque mais
influencia a aprendizagem;

*a aprendizagem significativa depende da
intencionalidade do aprendiz;

05 materiais e as estratégias de ensino
devem ser potencialmente significativos;

*sdo as situacdes gque dao sentido aos
conceitos;

*a primeira acdo cognitiva para resolver uma
situacdo-problema é& a construcio de um
modelo mental na memoria de trabalho;

+0 professor & o organizador do ensino, provedor
de situactes potencialmente significativas e
mediador da captac&o de significados;

*a avaliacdo dewve buscar evidéncias de
aprendizagem significativa; esta & progressiva;
sum episddio educativo envolve uma relagdo triddica
entre aluno, docente e materiais educativos dentro de
um contexto;

-a aprendizagem deve ser significativa e critica.

Transformagdes: organizacdo e
implementacdo da UEPS, a partir
de uma filosofia educacional, de
teorias e principios de
aprendizagem significativa.

Registros: conhecimentos
curriculares especificos a serem
trabalhados em situac&o formal de
ensino; conhecimentos prévios dos

Conceitos: aprendizagem significativa;
aprendizagem mecénica: situacSes-problema;
modelos mentais; negociacdo de significados;

captacdo de  significados;  diferenciacio alunos; materiais instrucionais;
progressiva; reconciliagdo integrativa; estratégias de ensino diversificadas;
consolidacdo; mediacdo; progressividade; producdes dos alunos.
complexidade; arganizadores prévios:;

aprendizagem significativa critica.
Evento: construcdo de Unidades de
Ensino Potencialemnte Sgnificativas

Figura 1: Caracterizacdo de UEPS (Fonte: Moreira, 2011)

Neste contexto, segundo Galbraith (2012), o desenvolvimento de atividades de modelagem
matematica, a0 mesmo tempo em que proporciona ao aluno o envolvimento com um problema
genuino e que considere alguma experiéncia, também visa desenvolver no aluno o que o autor
chama de ‘infraestrutura intelectual’ de modo que os alunos possam se tornar usuarios dos
conhecimentos (matematicos) produzidos e resolver problemas de forma independente em
diferentes situacdes dentro e fora do ambiente escolar.

A sua introducdo nos curriculos escolares, estaria, portanto, associada tanto a possibilidade
de tratar de contetdos curriculares quanto a necessidade de desenvolver nos alunos a aprendizagem
de resolucdo de problemas de sua vida fora da escola, visando alcancar objetivos educacionais
complementares. Neste sentido, em algumas situacdes abordadas por meio da modelagem, os
alunos se deparam diante de um obstaculo para o qual ndo possuem, provisoriamente,
conhecimentos suficientes para supera-lo, emergindo assim a necessidade de construir esse
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conhecimento por meio dessa atividade. Logo, em modelagem, os alunos tanto ressignificam
conceitos ja construidos quanto constroem outros diante da necessidade de seu uso.

A construcdo e ressignificacdo séo associadas a agdes dos alunos durante as atividades,
como: a busca de informacGes; a identificacdo e selecdo de variaveis; a elaboracdo de hipoteses; a
simplificacdo; a transi¢do de linguagens; a ativacdo de conhecimentos prévios; o uso de técnicas
e/ou procedimentos matematicos; a comparacdo e distincdo de ideias; a generalizacdo de fatos; a
articulacdo de conhecimentos de diferentes &reas; a argumentagdo para expor para outros O
julgamento do valor de teorias e métodos usados no desenvolvimento da atividade. Estas acdes, de
modo geral subsidiam a constru¢do de um modelo matematico.

O modelo matemaético, por sua vez, € uma representacdo simplificada da realidade sob a
Otica daqueles que a investigam. Segundo Lesh (2010), um modelo matematico é um sistema
conceitual, descritivo ou explicativo, expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura
matematica, com a finalidade de descrever o comportamento de outro sistema e permitir a
realizacdo de previsfes sobre este outro sistema. Ainda de acordo com o autor, é possivel que o
modelo construido para representar uma situacdo num dado momento sirva, também, para
representar outro sistema em um momento posterior.

No que se refere a introdugdo de atividades de modelagem nas aulas de matematica,
embora as discussdes estejam centradas no planejamento do professor, se faz notério ponderar que
atividades desse tipo também podem ser desafiadoras e ndo usuais para os estudantes.

E neste contexto que Almeida, Silva e Vertuan (2012) tratam da familiarizacio do
estudante com a modelagem matematica por meio de trés diferentes ‘“momentos’. Em um primeiro
momento, o professor coloca os alunos em contato com uma situacdo-problema juntamente com o0s
dados e as informacg6es usadas para sua investigacdo e as a¢Ges a que nos referimos sdo, em certa
medida, orientadas pelo professor. Posteriormente, em um segundo momento, uma situagdo-
problema é sugerida pelo professor aos alunos, e estes, divididos em grupos, complementam a
coleta de informagfes para a investigacdo da situacdo e realizam a definicdo de variaveis e a
formulacdo das hipoteses simplificadoras, a obtencao e validacdo do modelo matematico e seu uso
para a anélise da situagdo. Finalmente, no terceiro momento, os alunos, distribuidos em grupos, séo
responsaveis pela conducdo de uma atividade de modelagem, cabendo a eles a identificacdo de uma
situacdo-problema bem como as a¢Bes necessarias para a obtencdo da solucdo e sua comunicacdo
para a comunidade escolar.

As atividades desenvolvidas na UEPS a que nos dedicamos neste texto foram conduzidas
segundo esses momentos.

Uma UEPS para o estudo de equacdes de diferencas: buscando aprendizagem significativa
mediante atividades de modelagem matematica

Diversos autores (entre eles Borssoi e Almeida (2004), Almeida e Fontanini (2010), Silva e
Kato (2012), Burak e Aragdo (2012)), tém investigado o potencial de atividades de modelagem
matematica para desencadear a aprendizagem significativa dos estudantes. De modo geral,
resultados dessas pesquisas indicam que as caracteristicas de atividades de modelagem estdo
alinhadas com os principios estabelecidos para a ocorréncia dessa aprendizagem. Neste texto,
entretanto, estamos interessados na investigacdo da associacdo de atividades de modelagem com
atividades de ensino bem estruturadas como é o caso das UEPS.

Assim, uma UEPS organizada para o ensino de topicos de equacdes de diferencas foi
desenvolvida em uma sala de aula em nivel de graduacéo, na disciplina de Modelagem Matematica
na Perspectiva da Educacdo Matematica, situada no quarto ano da grade curricular do curso de
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Licenciatura em Matematica, periodo noturno, de uma universidade publica do estado do Parana. A
turma era composta de 22 alunos, dos quais 19 frequentaram as aulas no segundo bimestre de 2012,
quando se realizou a pesquisa. As aulas foram conduzidas pela segunda autora e acompanhadas pela
primeira autora no papel de observadora.

As informacoes, que constituem os dados da nossa pesquisa, foram captadas por diferentes
meios: registros dos alunos (atividades entregues no decorrer da unidade de ensino, sendo arquivos
impressos ou eletrdnicos); registros da professora (relatorios elaborados apo6s cada aula e ficha de
acompanhamento das atividades dos grupos); arquivos de video e audio (tanto das aulas quanto dos
encontros com os grupos para orientagdo dos trabalhos).

Sobre Equacdes de Diferencas

EquacgOes de Diferencas podem ser usadas em aplicagGes de diversos ramos das ciéncias
naturais. Em geral, estas equacdes descrevem fendmenos ao longo do tempo, que € medido em in-
tervalos regulares de modo a ser interpretado como uma variavel discreta. Estas equacdes séo rela-
cdes de recorréncia e podem ser resolvidas usando iteracdes ou outras técnicas, dependendo de suas
caracteristicas. Segundo Goldberg (1986), a primeira diferenga de uma sequéncia y, é dada por

Ay=y .-V, neN. A segunda diferenca da sequéncia é:

Ay, =AAY,) =AY =AY =Y.y = Yo — Voot = Vo) = Youo = 2Y,0 + Y, - Generalizando, para qual-
quer keN, a diferenca de ordem k é dada por: A*y =A*'y . —A“'y | n=k,k+1.... Chama-se
equacdo de diferengas a uma equagéo que envolve o termo Yy, e as suas diferencgas.

A abordagem de equacdes de diferencas a que nos referimos no texto, realizada por meio
de uma UEPS, é mediada por atividades de modelagem matematica.

A Estruturacdo da UEPS

A UEPS estruturada para a introducéo do topico de equacdes de diferencas teve duracéo de
doze horas aula, distribuidas em seis encontros de aulas regulares além de dois encontros em
horério extraclasse e viabilizou o estudo de topicos de equagdes de diferencas de primeira e de
segunda ordem mediados por atividades de modelagem matematica. As atividades de modelagem
foram incluidas na UEPS seguindo a configuracdo de familiarizacdo dos alunos por meio de trés
momentos, conforme descrito na se¢do anterior. Um mapa conceitual que retrata a estrutura da
UEPS esta na figura 2.

A estruturacdo das atividades na UEPS foi orientada pelos principios indicados por Morei-
ra (2011), contemplando os passos conforme segue a descrigéo.

Situacdes iniciais para levantamento de conhecimentos prévios: duas atividades iniciais tinham
como objetivo o levantamento de conhecimentos prévios; para o caso desta sondagem em relacdo a
modelagem matematica, as atividades com os alunos foram conduzidas oralmente.

Atividades em nivel introdutorio: a unidade de ensino se iniciou com a proposicdo de leituras e de
um video sobre a tematica orcamento familiar, visando desenvolver uma atividade de modelagem
matematica do primeiro momento (secdo 3); o intuito nesta etapa era de colocar 0s alunos em conta-
to com o processo de modelagem, ao mesmo tempo em que a situacao-problema conduzia ao estudo
de equac0es de diferencas.
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Figura 2: Um mapa conceitual que retrata a estrutura da UEPS

Foco no conteudo: defini¢cBes basicas e mais gerais sdo necessarias para viabilizar a compreensao
de equacdes de diferencas, contudo, a resolucdo do modelo matematico da situacdo inicial exigiu
conceitos especificos sobre equagdes de diferencas lineares de primeira ordem, por isso a aborda-
gem desse topico se fez necessaria. Além de voltar a modelagem do or¢camento familiar e resolver o
problema com o0s conceitos estudados, outras atividades foram propostas a fim de promover o en-
tendimento dos métodos matematicos, com potencial de serem aplicaveis a diferentes situacGes-
problema.

Avanco em complexidade, do conteddo matematico e do processo de modelagem: nova situacéao-
problema foi proposta (irrigagéo noturna) de modo a exigir maior envolvimento dos alunos no
processo de modelagem, bem como a avancar em complexidade do contetdo. A partir da nova
probleméatica modelada, considerada do segundo momento (secdo 3), deu-se a conceitualizacdo de
equacOes de diferencas de segunda ordem de modo geral. O caso particular das equacdes de
diferengas de segunda ordem com coeficientes constantes foi convenientemente abordado para
descrever a situacdo em questdo, cuja solucéo particular foi obtida pelo método das constantes a
determinar.

Finalizagdo com atividades colaborativas: em um ambiente de trabalho colaborativo, professora e
alunos levaram a cabo a andlise de um modelo, revisitando conceitos iniciais e outros mais
avancados estudados durante a unidade de ensino; desse modo, discussao, simulagdo e visualizagdo
de resultados permitem significacdo e ressignificacdo de conceitos matematicos, bem como do
processo de modelagem; finalmente, a proposicdo de uma atividade de modelagem do terceiro
momento (secdo 3) foi outra oportunidade de trabalho colaborativo. Assim, surgiu a possibilidade
de testar a capacidade de transferéncia de conhecimentos estudados, sejam matematicos ou néo,
para uma situacdo nova que foi definida, explorada e comunicada pelos alunos sob orientacdo da
professora.
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Avaliacdo na UEPS: atividades contemplando a avaliagdo formativa e a avaliacdo somativa foram
consideradas durante todo o desenvolvimento da unidade de ensino (ver figura 2).

A Aprendizagem Significativa em UEPS mediadas por Atividades de Modelagem Matematica

A partir das informacdes coletadas durante o desenvolvimento da UEPS apresentamos
alguns elementos que indicam que atividades de modelagem matematica contemplam principios
conceituais e metodoldgicos que norteiam uma UEPS, conforme caracterizado em Moreira (2011).

A analise dos dados coletados, embora subsidiada pelos referenciais tedricos que
fundamentam a pesquisa, vem cercada de compreensdo e entendimento das pesquisadoras. As
informacgdes obtidas sdo analisadas em relagdo as condicGes bésicas para a ocorréncia de
aprendizagem significativa, bem como em relacdo a identificacdo de indicios da ocorréncia de
diferenciacdo progressiva e reconciliagdo integradora & luz do referencial teérico enunciado.

Considerando a extensdo possivel para este texto, a andlise € relativa as acGes de quatro
alunos, cuja escolha se deu em funcdo do: maior nimero de presenca nas aulas; menor numero de
pendéncias quanto as atividades solicitadas e, pertencer a grupos diferentes quanto ao trabalho do
terceiro momento. Usando esses critérios foram escolhidos D1, D2, E3 e A4, em que 0s hUmeros
indicam o grupo a que cada um pertencia e a letra indica uma referéncia do aluno no grupo.

As atividades de modelagem foram inseridas na UEPS segundo os momentos da
modelagem a que nos referimos na secdo 3 e tém propositos especificos quanto a abordagem do
conteddo e quanto ao processo de modelagem, em comum ha o intento de avancar em
complexidade a medida que a unidade de ensino se desenvolve.

Primeira atividade — o primeiro momento com a modelagem matematica

Esta atividade foi desenvolvida por todos os alunos presentes na aula. Embora estivessem
agrupados, as acOes eram definidas em conjunto, entre professora e alunos. Inicialmente os alunos
assistiram um video sobre orcamento familiar e na sequéncia leram dois artigos também tratando da
temética. A partir dessa inteiracdo inicial, solicitados a definir um problema para estudar, um dos
alunos sugeriu que se procurasse um modelo matematico para estimar o tempo necessario de eco-
nomia para que ele conquistasse ‘um milh&o de reais’.

A tematica poderia originar diferentes encaminhamentos e, considerando que este era o
primeiro contato dos alunos com a modelagem matematica, foi necessaria a intervencao e colabora-
¢ao da professora visando as agdes requeridas para o desenvolvimento da atividade. Para a estrutu-
racdo dessas acdes, a professora fundamentou-se em Bassanezi (2002) e a configuracdo do que os
alunos fizeram estéa expresso na figura 3.

Considerou-se uma familia cuja renda mensal é proveniente de um salario fixo mais o ren-
dimento da poupanca do més anterior e também era preciso considerar o consumo familiar mensal.
A partir disso as a¢des associadas ao desenvolvimento da atividade foram se configurando:

Definicdo de um problema: como relacionar renda, poupanca e consumo de modo a obter um mode-
lo matematico que possa permitir estimativas das financas de uma familia?

Definicao de hipdteses: a) o consumo mensal desta familia é proporcional a sua renda mensal; b) a
diferenca entre a renda e o consumo mensal é investida na poupanca, més a més; c) a poupanca
permanece com taxa de juros estavel, dado o historico do altimo ano (conforme avaliacdo prévia
desses numeros, obtidos em buscas na internet).
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Figura 3: Mapa conceitual da atividade 1

Definigédo de variaveis e parametros: n: tempo, em meses; r.: renda do més n em reais; p,: ren-
dimento da poupanca do més n em reais; p,,: rendimento da poupanga do més n—lem reais; c,:
consumo do més n em reais; r,: salario fixo, em reais; p,: valor inicial na poupanga, em reias; « :
taxa de juro da poupanca; £ : constante de proporcionalidade.

Deducdo do modelo matematico: dadas as consideraces anteriores, as seguintes relacbes foram
estabelecidas:

Para Poupanca: poup. més atual = ( poup. més anterior) +(sobra do més atual )
Para Renda: renda més atual = (salario) +(rend. poup. més anterior)
Para Consumo: consumomés atual = proporgdo(renda més atual)
Assim foi possivel escrever:
P, =P, +(r,—c); r=r+ap,, € c,=pr, onde 0<p<1
A partir das relacfes entre essas expressdes chegou-se a expressao:

BV :{pn =(1=-p)+A+a-ap)p,,

p, dado @

em que «, fer,sdo parametrose p, e p,, sdo as variaveis.

Embora a formulacdo desse modelo tenha sido orientada pela professora, foi por meio da
sua resolucdo que o estudo de equacOes de diferencas foi iniciado, sendo necessario para isso o es-
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tudo de uma equagéo de diferengas linear de primeira ordem, y =ay, ,+b, cuja solucéo geral foi
obtida com a participacédo dos alunos.

Considerando agora o modelo (1) e os termos da equacéo de diferencas foi possivel escre-
ver: a=(1-p)a+l e b=(@1-p)r, e assolucdes obtidas para o problema foram:

1-[A-Ba+1]" " :pan+b1—a“_
1-[1-Bea+1] nore ’

1-a
rn+l:r0+0{p0a”+bl_a } e cnﬂ:ﬁ’{rﬁa(poaubll_a ﬂ

P, = P[(L- A +1]" + (L~ p)r,

l1-a

Visualizacdo dos Resultados: simulacdes com os parametros apoiaram a visualizacdo e discussdo
dos resultados. A figura 4 ilustra um cenéario sugerido pelos alunos usando o valor dos parametros:
r, =2500,00, p,=5000,00, «=0,056 e #=0,9. A partir dessa simulagdo retornou-se a questéo

inicial do aluno de saber em quanto tempo poderia obter “um milhdo”.

Dados n pn m cn

m 2500,00 0]  5000,00

ol S000 00 1 L2522 80 252800 2275720

|t A — A e S e TR

o 0,0056 2| 550574 252942 227647

B 0,9 3| S758.82 253083 227775

-1 1 NMNCE A M1 L FICAT I pleir oyl

a A= = A L A et d AR

[ ICA C CEC AT FICDID LT PO DY

L* £ - [EFA TN £ IIFRUT £ LD,

6| 6518,93 253509 228158

7 677258 253651 228286

8| 706,37 253793 II84,i3

9] 728030 253935 228541

10l 75343% 354077 228660

44 TFTOO SN FICAT A0 IIRT OT

44 F§ ooy (A e LT L g T

12; 804296 254362 228925

13 820747 254504 220054

Z080)|100055,53 809578 7286,20

Figura 4: Os resultados obtidos

Uma simulacdo usando uma planilha dindmica manipulada a partir do valor dos pardmetros
sugeridos, permitiu avaliar o comportamento dos modelos de p,,r, e c,. A resposta para a questdo

surgiu por meio dessa simulagdo, indicando que com estes valores para o salario, a poupanga € as
taxas de juros desta simulacdo, isto aconteceria no ano de 2080, conforme indica a figura 4.

Esse momento permitiu resgatar algumas colocacdes que haviam sido feitas pelos alunos
no processo de formulacdo dos modelos. Por exemplo, quanto a hipGtese de que os juros da
poupanca seriam considerados estaveis, levando em conta o histérico do ano anterior que teve
média de 0,56% ao més, com desvio padrdo pequeno. Neste episddio E3, assim como outros
colegas, se mostrou incomodada por néo atribuir o valor, mas sim usar um parametro (« ) para
representar a taxa de juros no modelo. Quando perguntados sobre o que justificaria manter
pardmetros no modelo, D1 e D2 mostraram a mesma compreensdo, a de que iSso permitiria
substituir por outros valores ao final. A4 complementou que assim, se permite a substituicdo de
diferentes valores sem ter que refazer o modelo para dados especificos. Ou seja, parece que A4
percebeu que a dinamicidade proporcionada pelas simulacGes realizadas com a planilha, permite
que se usem diferentes valores para 0s parametros.

490



InvestigagGes em Ensino de Ciéncias - V18(2), pp. 481-503, 2013

Observando a simulagdo, os alunos perceberam que a planilha é um recurso dindmico que
permite rapidamente visualizar outros resultados. Assim, foi retomada a questdo inicial: afinal,
quanto tempo é necessario para economizar um milhdo de reais? Para isso era preciso fazer
n=2080, onde p, =100055,53, r, =8095,78 e c, =7286,20 reais, o que significa que, mantidos

os valores dos parametros, seriam necessarios mais de 173 anos para atingir um milh&o.

Nesta oportunidade foi discutido com os alunos o fato de que a planilha permite chegar aos
mesmos resultados, tanto pela equagéo recursiva, em que no passo n a equacgdo depende do valor
no passo n-1, quanto pelo modelo final, em que a Unica variavel independente é n. Os alunos
perceberam que, se os calculos fossem feitos sem um recurso computacional, a recursividade se
torna um processo inviavel na medida em que o valor de n cresce. Desse modo, a importancia de se
resolver a equacao de diferencas, como a (1), ficou justificada. Ao invés de exibir uma lista com
2080 linhas na planilha, bastava resolver a equacéo para p, =1000000, que permite concluir sem

muito esforco que n=2080 ¢ a solucao.

Resgatar questdes como essas durante a simulagdo e analise do modelo proporcionou a
reconciliacdo integradora, que pbde ser evidenciada nas expressdes dos alunos e em comentarios
sobre como a planilha poderia ajudar na organizacdo das financas e no planejamento pessoal. Foi
sugerido aos alunos a elaboracdo de uma planilha pessoal como uma forma de revisitarem
elementos do processo de modelagem e assim avangar na diferenciacdo progressiva, fortalecendo
sua compreensao de todo o processo.

Segunda atividade - o segundo momento da modelagem matematica

Nesta atividade, que foi desenvolvida durante dois encontros, o intuito foi avancar para o
estudo de equacOes de diferencas de segunda ordem e ao mesmo tempo conduzir a atividade de
modo que exigisse maior participacdo dos alunos nas decisdes e encaminhamentos do estudo.
Embora as informacgdes em que se basearia a modelagem foram providenciadas pela professora, os
alunos ainda poderiam contribuir com outras que alimentariam os parametros do modelo no
momento da andlise e validacao.

A atividade iniciou com a leitura de trechos de reportagens sobre a temaética irrigacéo
noturna em que os alunos, reunidos em pequenos grupos, foram estruturando um problema a
investigar a partir das informagdes. A partir da discussdo conjunta dessas decisGes dos grupos, foi
estruturado um Unico problema a ser resolvido por todos os alunos: Qual a quantidade de 4gua no
solo de uma érea cultivada com hortalicas, em determinado tempo, irrigada regularmente durante
um periodo de estiagem, usando o sistema de irriga¢do por aspersdo?

Para o estudo foram consideradas informacdes relevantes a que tiveram acesso durante a
fase de inteiracdo tais como: a existéncia de incentivos para a irrigacdo noturna, em que os produto-
res recebem reducdo na fatura de energia elétrica de 60% para uso de energia elétrica no horério das
21h as 06h (podendo ser estendido até as 12h); a racionalizacdo do uso da dgua e a quase inexistén-
cia de perda de agua devido a evaporagdo durante o periodo noturno. A partir dessas informacdes
foram definidas as hipoteses: Hi: O dia é dividido em dois periodos de 12 horas, sendo que a plan-
tacdo recebera irrigacdo apenas no periodo predominantemente noturno, considerado das 21h as
09h; Hy: no periodo predominantemente diurno, das 09h as 21h, parte da dgua é perdida devido a
evapotranspiracdo (em média, cerca de 50%); Hs: Serdo desconsideradas perdas de agua devido a
acdo dos ventos e outros fatores Hy: Inicialmente a plantacdo possui uma quantidade de &gua; Hs:
No periodo entre 21h e 09h ndo ocorrem perdas por evapotranspiracao.
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Para a formulagdo matematica os alunos iniciaram com a definicdo de varidveis e parame-
tros: n : tempo, em periodos de 12 horas; Q,: quantidade de agua no solo ap6s n periodos de 12 ho-

ras; Q,: quantidade inicial de agua no solo as 21h do primeiro dia; « :E: proporgao de agua per-
dida no periodo diurno; A : quantidade de agua irrigada no periodo noturno.

A deducgdo do modelo matematico foi realizada em pequenos grupos e a socializa¢do das
ideias de cada grupo culminou com a definicao da sequéncia:

%Qﬁ%A, se n épar 1 1

Qn+2 = ou Qn+2 __Qn == A(3_ (_1)n) . (2)
1 L. 2 4
EQ”+A’ se n eimpar

Considerando entdo os valores iniciais, foi possivel escrever:

1 1 n
sz—EQn —ZA(3—(—1) )
Qono € Q1:Q0+A

PVI ; ?)

Para resolver esse problema de valor inicial seria necessario conhecer métodos adequados
para esse tipo de equacdes de diferencas de segunda ordem com coeficientes constantes. Neste mo-
mento foram tratados os aspectos de equacdes de diferencas de 2% ordem necessarios para resolver
esse problema. Somente depois disso os alunos resolveram o PVI (3), chegando a solugéo
1+v2( 2 1-V2( 2 A .

5 ( ] (Q-A+ —[—— (Q, - A)+5(3—(—1) ). (4)

Q= 5

A andlise do modelo, num primeiro momento, se deu considerando a expressao matematica (4), em
que o tempo n representa periodos de 12 horas. Pensando no comportamento do modelo ao longo
do tempo, puderam calcular o limite quando n— «.e observaram  que

A, se n é par
limQ, = .

2A, se n é impar
para n — o, Q, oscila entre (1) e (-1), esse resultado permite entender o comportamento do mode-

lo. Como o modelo indica, ao longo do tempo a quantidade de agua tende a estabilizar em uma
quantidade A nos periodos pares e em 2A nos periodos impares. A figura 5 € um mapa conceitual
de como se deu o desenvolvimento da atividade.

. Assim, embora a conclusdo natural seja que o limite ndo existe, pois

Para aléem da obtencdo desse modelo, os alunos deveriam pensar em cenarios que
viabilizassem uma interpretacdo do modelo (4) em relacdo a quantidade de agua no solo. Essa
andlise se realizou a partir de um cenério com dados da EMBRAPA - Empresa Brasileira de
Pesquisa Agropecuaria. Segundo EMBRAPA (2001), o sistema de microaspersdo usa pequenos
aspersores ou difusores e a irrigacao é feita borrifando-se ou aspergindo como se fosse um pequeno
"spray". Os aspersores trabalham com vazdes de 70 a 120 L/h e a area irrigada atinge de 4 a 6 m de
didmetro. Assim, usando os dados conforme mostra a figura 7, foi possivel fazer simulacGes e
interpretar a questdo da quantidade de agua no solo de uma area cultivada, problema que os alunos
em conjunto haviam definido.
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Figura 5: Mapa conceitual da atividade de modelagem sobre irrigagdo noturna
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Figura 7: Esquema simplificado para a distribuicdo dos microaspersores em uma area de

cultivo. Os pardmetros do modelo estdo baseados em dados da EMBRAPA (2001).

Foi feita uma simulacéo considerando 20 aspersores e os resultados obtidos constam da fi-
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Figura 8: Resultados obtidos por uma planilha eletronica.

A andlise do modelo encaminhada pela professora, contou com a participacdo dos alunos
(D1, D2, E3 e A4) que demonstraram ter refletido sobre a atividade. Alguns trechos da transcri¢ao do
video dessa aula ilustram isso.

Professora: Ficou como atividade pra vocés fazerem a analise desse modelo, né?... e, eu
gostaria que vocés comentassem o que vVOCcés pensaram a respeito do comportamento desse
modelo no decorrer do tempo. VVocés chegaram a fazer essa tarefa?

Alunos: (Siléncio)

Professora: O que podemos falar..., a respeito da quantidade de dgua no solo? Entdo, como
analisar esse modelo, pensando matematicamente?

D1: pelo limite?

D2: é, por meio de um limite.

E3: Limite.

Professora: E? Vocés pensaram em usar a ideia de limite. Usaram?
E3: Sim.

O conceito de limite é um importante subsuncor que ainda ndo havia sido requerido. As-
sim, a professora langou questionamentos que permitissem os alunos externar seus entendimentos e
rever as no¢des necessarias, como foi o caso, resgatando o uso de limites para sequéncias numéri-

cas.

Professora: Vocé (D1) falou: ndo é um modelo continuo... e a questdo do limite, o que vocé
pensou?

D1: ah, porque se usasse o limite conforme o n vai pro..., 0 n muito grande, o limite dela
vai ser aquele A sobre 2 la.

Professora: E possivel aplicar limite mesmo que a gente esteja falando de um caso
discreto? O que vocés me dizem? ... Vocés lembram de ter estudado alguma coisa neste
sentido, no decorrer do curso?

Alunos: (alguns alunos sussurram)

(-]

Professora: ... Bom, mesmo que estejamos trabalhando com varidveis discretas, da pra
calcular limite também, lembra que tem limite de sequéncia, lembra quando estuda séries e
sequéncias... a gente trabalha com limite até pra estudar convergéncia, divergéncia da
sequéncia, né.

Alunos: (alunos concordam)
[mais adiante]
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Professora: Ok, resta a gente calcular... (vai falando e escrevendo Iim[?@—(—l)”)}.

Alguns alunos falam junto) e isso, é o qué? Como vocés olham pra esse limite agora?
Alunos: (Siléncio)

D2 entregou um estudo em que consta o calculo do limite da sequéncia Q, para n par e

depois para n impar obtendo resultados corretos, seguidos de graficos que representam cada
sequéncia separadamente. Fez uma simulagdo com valores que permitiram analisar a quantidade de
agua no solo num dado periodo, conforme concluséo da figura 9.

[
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Figura 9: Recorte da atividade entregue pelo aluno D2.

Cabe observar que o aluno (D2) procurou a professora virtualmente para tirar davidas

quanto a um conceito matematico, como indica a figura 10:

Ola professora!! Estou com uma ddvida aqui.

Como eu resolvo o limite de (-1)*n quando n tende a infinito?
essa funcdo assume valor 1 quando n € par e -1 quando n € impar. Mas
£u n3o sei como representar a questdo do infinito.

Eisso que falta pra eu terminar de interpretar o modelo que a gente
encontrou. Espero resposta! (£

Em resposta a professora escreveu:

Pense em dar uma interpretacdo considerando o que ocorre com o
modelo para valores de n pares e impares (tendendo ao infinito) em
separado. Teoricamente quando o limite assume valores distintos
(mesmo no infinito) dizemos que ele ndo existe, porém, ainda assim é
possivel analisar o comportamento do modelo, ndo é?

Aproveitando... o seu grupo n3o respondeu ao e-mail que encaminhei na

Até mais

quinta a noite, se puder, da uma olhadinha e responda. Obrigada

Figura 10: Diélogo postado via chat de uma rede social.

Na aula, oportunamente D2 justificou a necessidade de calcular dois limites separadamen-
te, mostrando ter compreendido a sugestdo da figura 10.

D2: Bom, eu analisei pra n par e pra n impar, porque eu nao consegui achar um..., calcular
0 limite assim com -1 elevado a n.

Professora: ndo conseguiu...

D2: Porque pra..., pra valores pares vai da um positivo, pra valores impares da um negativo,
dai eu ndo consegui, por isso que eu separei em duas fungdes.

Professora: O que vocé concluiu? ...ndo consegue fazer... por qué, qual é o impedimento?
D2: O -1ali.

Professora: o que ele provoca nessa expressdo?

D1: Ele alterna os positivos e negativos (D2 concorda).

Professora: Isso, vocé tem na verdade um limite que oscila né, os valores oscilam
dependendo do valor de n (E3 fala junto, concordando), ndo é isso? Como a gente ja vem
observando que esse € um problema que foi necessario tratar pares e impares com
expressdes separadas, lembram que inicialmente a gente tinha uma expressao pra termos
pares outro pra impares (fazendo mencdo a deducdo do modelo matematico), a gente pode
facilitar um pouco o trabalho e calcular em separado. Entdo, a gente tem que o resultado

A(3—1), se n é par
disso é o qué? (escreve limQ, =

n—o

enquanto vai falando) Se n é
E(3+1), se n é impar

par, isso vai ficar...
Alunos: A
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Professora: Se o n for impar (alunos vdo falando junto) isso vai dar... 2A. Bom, e ai,
conclusdo: o que eu posso falar a respeito do limite?

Alunos: (Siléncio)

E3: que o limite vai pra A e 2A.

Professora: O que a gente fala quando acontece de o limite ndo ter um valor, Gnico?
Outra aluna (A2): Sequéncia divergente.

Professora: Por qué?

Outra aluna (A2): Porque ela tem duas subsequéncias tem limites diferentes.

Professora: Quando a gente costuma estudar, no estudo de limites, a gente costuma dizer
que: o limite existe quando?

E3: Os limites laterais sdo iguais.

Professora: E, isso se a gente estiver olhando pra um ponto né (E3 concorda).
Normalmente o limite existe quando? Quando ele é um nimero, e que € Unico, né. Entao
esse limite ndo é Unico, ele provoca uma alternancia entre A e 2A, entdo, teoricamente a
gente fala que esse limite ndo existe, certo? Esse limite ndo existe... embora ele ndo exista
ele pode ta falando pra gente, ele pode ta dando informacéo a respeito do nosso problema,
por isso nédo, néo...

E3: ndo descartar

Professora: ndo convém que eu chegue aqui diga que o limite ndo existe, pronto e acabou.
Quer dizer, todo problema de modelagem morreu? N&o serve, 0 que a gente fez ndo serve?
N&o, ele ndo existe, mas ela da indicativo sobre o comportamento do problema, né. Ok,
entdo, o que se pode falar, o que significa que o limite é A e o limite é 2A pra impar, pra par
é A, pra impar é 2A? O que isso significa em termos do nosso problema?

Alunos: (Siléncio)

Professora: Qual que era o problema, o que o modelo diz pra nés? O que o Q, representa?
E3: O que eu entendi é a quantidade de agua...

Professora: quantidade de adgua no solo...

E3: ...apds n periodos de 12 horas.

Professora: Nos periodos pares, quanta agua vai estar presente no solo?

Alunos: A.

Professora: e nos periodos impares?

D1: o dobro

D2 e outros: 2A.

Professora: ...mas isso quando? Quando n é grande, entdo, com o passar do tempo o que
n6s podemos falar a respeito da quantidade de dgua no solo? Converge, diverge? E estranho
falar: Ah, a quantidade de agua converge... ndo é essa interpretagdo, né. O que a gente pode
falar da quantidade no decorrer do t..., num tempo grande? Para os periodos pares: tem uma
guantidade... 0 que é 0 A mesmo?

Posteriormente quando a professora exibia os resultados de uma simulagédo (figura 8) D2

fez uma colocacéo:

D2: Professora, meu grafico decresceu, nao sei porque!”.

Professora (apds concluir um comentario): entdo agora nds temos que ver 0 que aconteceu
no estudo de vocés, porque vocés falaram que ficou decrescente...

D2: eu separei em duas funcdes ..., como se fossem duas fun¢des: uma pra par e outra pra
impar e deu as duas decrescentes.

Professora: hum, é, a gente tem que olhar como foi feito o estudo em separado, porque,
veja: uma equagdo de diferenca é uma equacéo recursiva, pra eu construir 0 passo seguinte
depende do passo anterior. Como a sequéncia alterna par e impar,..., entdo tem que tomar
cuidado se da pra fazer essa analise em separado, porque aqui a gente pensou separado aqui
(indicando o calculo dos limites na lousa) mas faz parte de um modelo e na hora de plotar o
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grafico foi levado em conta todo, todo o modelo Q. Entdo, tem que olhar se s6 o finalzi-
nho ndo t4,... se ta pensado corretamente essa analise final.

De fato, a relagdo entre os parametros A e Q, influencia no aspecto do crescimen-
to/decrescimento das sequéncias pares e impares. Se A< Q,as sequéncias sdo decrescentes e se

A>Q, as sequéncias sdo crescentes. Em ambos 0s casos a sequéncia par converge para A e a impar
para 2A.

Desse modo, percebe-se a importancia da simulacdo com recurso computacional ao fazer a
analise do modelo, pois, permite a manipulacdo dos parametros e a visualizacdo simultanea dos
valores da tabela e do grafico, ao mesmo tempo em que viabiliza ao aluno compreender o significa-
do dos parametros em termos da situacdo-problema inicial, promovendo a diferenciacdo progressiva
e a reconciliacdo integradora.

Outra forma de buscar indicios de aprendizagem significativa nessa atividade foi por meio
da construcdo de mapas conceituais. O uso de mapas conceituais, segundo Mafra (2011), constitui
uma ferramenta eficiente para perceber indicativos de aprendizagem significativa dos estudantes
envolvidos em atividades de modelagem. O professor pode utiliza-lo para avaliar o conhecimento
do aluno, observando como ele organiza, hierarquiza, relaciona e diferencia os conceitos de
determinado contexto de estudo.

Nesse sentido, foi solicitado que os alunos elaborassem um mapa conceitual referente a
atividade de modelagem matematica da irrigacdo noturna, como um elemento de avaliacdo
formativa. Uma sondagem prévia indicou que os alunos j& haviam trabalhado com essas estruturas
em outras disciplinas, por esse motivo ndo houve orientacdo aos alunos sobre a elaboracdo de
mapas. Contudo a professora langou méo de um mapa para retomar as ag0es da primeira parte da
atividade de modelagem do orcamento familiar (figura 3), a0 mesmo tempo em que buscava a
reconciliagdo integradora dos conceitos relacionados ao processo de modelagem.

Em geral, os primeiros mapas elaborados pelos alunos ndo indicaram relacionamentos
incoerentes de conceitos, mas sim estruturas simplificadas, se comparados com um mapa de
referéncia como o da figura 5, sendo assim, insuficientes para representar e expressar mais
explicitamente a estrutura cognitiva dos alunos.

Os mapas dos alunos D2 (figura 12) e A4 tém estrutura simplificada, em que os alunos
fazem alusdo ao encaminhamento da atividade em relacdo ao processo de modelagem, sem incluir
conceitos especificos do contetdo matematico. Ja os alunos D1 e E3 indicam em seus mapas,
conceitos tanto do processo de modelagem quanto das equacgOes de diferengas, embora, nao
apresentem muitas conexdes entre 0s mesmos. A figura 11 exibe o mapa da aluna E3, que permite
reconhecer ocorréncia de diferenciacdo progressiva ao que remete a modelagem da situagéo-
problema.

Elementos sinalizadores, observaveis nos mapas, podem mostrar indicios de aprendizagem
significativa, segundo Almeida e Fontanini (2010). As autoras elencam os seguintes elementos: o
conjunto de conceitos utilizados pelos alunos e as relagbes estabelecidas; relagdes com poder de
transferéncia; sinais de diferenciacdo progressiva e reconciliagdo integradora; aprendizagem
extraconteudo, e; modificacdo nos subsungores. Note-se que a auséncia desses sinalizadores nao
implica diretamente em ndo ocorréncia da aprendizagem significativa.

Embora os primeiros mapas dos alunos tenham se mostrado pouco eficientes como
instrumento de avaliacdo de sua estrutura cognitiva em relagdo a atividade, estes se mostraram
valiosos para a avaliacdo formativa da professora, de modo que permitiu perceber a necessidade de
propor outras atividades que levassem os alunos a externar seus entendimentos, bem como mostrou
a importancia de se solicitar um novo mapa a partir do primeiro.
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Figura 11: Mapgda aluna E3.

As figuras 12 e 13 representam o mapa inicial e 0 mapa reformulado do aluno D2. A nova
versdo tem mais caracteristicas de mapa conceitual e apresenta mais elementos sinalizadores, como:
de conceitos e relacGes, aprendizagem extraconteudo e diferenciagdo progressiva.
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Figura 12: Mapa inicial do aluno D2 Figura 13: Mapa reformulado do aluno D2

Dialogar com o aluno a partir de seus registros, mais acertados ou menos acertados,
oferece uma oportunidade para ele externalizar seu entendimento e avangar em sua aprendizagem.

O aluno D2 construiu 0 novo mapa a partir de orientacdo da professora, conforme expressa 0
dialogo que segue:

Professora:... vocés aprenderam a fazer mapa conceitual? Como foi o contato de vocés com
mapa conceitual?
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D2: Entdo, a gente fez um na disciplina de estagio, no ano passado, € eu, eu tinha feito um
numa disciplina, que eu fiz a tarde aqui na UEL. E era bem nesse esquema que eu fiz mes-
mo... era um..., vocé deixava tipo um baldozinho com informagdo, dai vocé tentava estabe-
lecer algumas ligacdes, que dessem de modo geral 0 que o texto representava, neste caso a
atividade de modelagem.

Professora: o teu esquema, na verdade... ndo caracteriza bem um mapa conceitual, ele tem
aspectos de mapa conceitual, mas ndo, ndo tao fortes.

D2: Mas, em que sentido assim?

Professora: olha, um mapa conceitual tem que representar o qué? Aquilo que foi desen-
volvido, né? Entdo, no seu caso, vocé falou sobre o tema, ta aqui; definicdo de um sistema
de irrigacdo; levantamento da problematica... mas, ta faltando elementos...

D2: Pra ligar vocé fala?

Professora: ...por exemplo: o0 modelo.

D2: Ah, entendi.

Professora: Assim, o que foi utilizado de matematica, ndo esta sendo contado aqui.
D2: Uhum. E realmente...

Professora: ele ndo esta assim, ruim, nem nada sabe? Ele esta, eu diria que, simples. Ele
precisa contar mais para gente entender o que se passou ali, porque olhando assim, da uma
ideia bem vaga, né.

D2: Uhum. Sabe é que eu acho que me prendi, mais a criacdo do modelo e ndo tanto a cria-
¢do do modelo "irrigacéo noturna”. Mas tranquilo, eu dou uma reformulada.

Professora: ... eu vou te mandar um link sobre mapa conceitual. Por exemplo: existe uma
recomendacdo de que se usem palavras de ligacéo...

D2: E, isso eu ja vi.

Professora: Vocé ja viu?

D2: Javi.

Professora: VVocé conhece o programinha CMapTools?

D2: Vocé mandou no e-mail, mas... Eu achei, eu entrei mas achei melhor fazer a mao
mesmo.

Professora: Se vocé comegar a usar, vocé vai ver que é muito interessante, super tranquilo.
D2: E? N&o, mas eu vou entrar pra ver e eu encontro la.

O novo mapa (figura 13) foi elaborado com o uso de um recurso tecnol6gico especifico
para a construcdo de mapas conceituais (CMapTools), que havia sido sugerido pela professora, mas
que nenhum aluno da turma conhecia e talvez por isso ndo o haviam utilizado ainda. Neste caso, se
evidencia a predisposi¢cdo do aluno para aprender, o que possibilitou agregar o aprendizado
extracontedo do uso de tal recurso, bem como de melhor evidenciar seu entendimento da atividade
por meio do mapa.

Atividades de modelagem matematica no terceiro momento — os trabalhos dos grupos

Essas atividades foram desenvolvidas pelos alunos em grupos, sendo que apenas duas das
aulas regulares foram dedicadas a seu desenvolvimento. Além disso, entretanto, a professora fez
atendimentos a cada grupo em particular em horarios alternativos. O Gltimo encontro da UEPS foi
destinado a comunicacéo dos trabalhos para turma, sendo essas apresentaces gravadas com audio e
video. Dispondo de vinte minutos, cada grupo pOde apresentar a problematica, abordagem
matematica e andlise do resultado em termos do problema estudado, usando recursos multimidia.
Um espago para que a turma e as professoras fizessem consideracgdes era aberto ao final de cada
apresentacdo. Neste encontro os alunos entregaram atividades que comporiam parte da avaliacdo na
UEPS, bem como uma versdo impressa da atividade de modelagem.
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Embora ndo facamos aqui no artigo a descricdo detalhada destas atividades a sua
incorporacdo na UEPS foi fundamental, considerando que é o momento em que a aplicacdo do que
ja sabiam sobre equacdes de diferencas poderia subsidiar o desenvolvimento da atividade em cada
grupo. O Quadro 1 sintetiza caracteristicas dos trabalhos dos grupos.

Quadro 1: Aspectos gerais das atividades desenvolvidas pelos grupos no terceiro momento.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
Titulo do | Perspectiva futura de doa¢es | Lucro acumulado por | Plantio de Milho Lixo no Brasil
trabalho de sangue no Hemocentro | uma inddstria de calgas
Regional de Londrina. Jeans
O Nosso problema visa criar | Uma fabrica de calgcas | Qual a quantidade | Quanto de lixo vamos
um modelo que permita | jeans produz uma | de semente | acumular no Brasil, em
Problema estimar o nimero de coletas | determinada quantidade | produzida, em | relacdo ao tempo, se ndo
estudado internas de sangue no ano n. de pecas, gerando um | relacdo ao tempo, | diminuirmos a quantidade
certo lucro a cada més. | para serem tratadas | produzida e nédo
Queremos encontrar qual | e replantadas a | reciclarmos mais do que
0 lucro acumulado por | partir de um hectare | reciclamos atualmente?
esta fabrica em | plantado
determinado més. inicialmente?
E?:fe%]égoade Cn+1 = Cn (1+ I) Cn = Cn_1 —ax+ (C - b)y Qn = Qn—laﬂé‘ L[ = L[—l +
'Vt')(t)%elo C, =6338.(1,025)" C,=C,+n(-ax+cy | Q =Q,(aps)" L, =6,8x
obtido .
—by—gz—-h-i) 109 1,0117 - (1,0117)"
-0,0117

O acompanhamento realizado com os grupos durante o desenvolvimento e apresentacao
dos trabalhos permite tecer consideracBes sobre como os alunos influenciaram ou foram
influenciados pelo trabalho. De modo geral, no que foi possivel constatar, a atividade cumpriu o
objetivo de ser colaborativa. A presenca e interacdo dos componentes nos encontros para orientacao
deram indicios disso, bem como a participacdo de todos na comunicacdo dos trabalhos, sem que
isso fosse imposto como condi¢éo, foi outro ponto de destaque.

Particularmente, e de forma muito sucinta, apontamos o papel dos alunos D1, D2, E3 e A4
em Seus grupos:

D1: referencial do grupo quanto a percepcao da situacdo-problema sugerida por um colega
e do tratamento matematico da atividade de modelagem.

D2: porta-voz do grupo considerando que a interagdo com a professora ocorreu
essencialmente por e-mail durante o desenvolvimento da atividade.

E3: responsavel pela organizacdo das agdes do grupo exerceu uma lideranga discreta e
compartilhada. O grupo apresentou um modelo falho para a situagdo que se propOs a estudar,
porém, a aluna assumiu a fragilidade do resultado, bem como o compromisso de que 0 grupo se
reuniria para retoméa-lo, o que foi feito com éxito ap6s um novo encontro de orientacao.

A4: aluna mais atuante no grupo, com frequéncia se reportava a professora posicionando
quanto aos encaminhamentos do grupo e buscando respaldo. Inicialmente prop6s duas
problematicas, convencendo o grupo a optar pela que oferecia maior desafio.

Os registros da dinamica das atividades dos grupos indicam diversos aspectos que podem
amparar consideragcdes sobre a relevancia do trabalho colaborativo para a aprendizagem
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significativa dos alunos na UEPS com atividades de modelagem, todavia, essa abordagem sera
objeto de outro trabalho.

Considerac6es Finais

Considerando o quadro tedrico exposto neste texto, que caracteriza a modelagem matema-
tica como alternativa pedagogica e enuncia a construcdo de Unidades de Ensino Potencialmente
Significativas, mostramos aproximagdes que permitem inferir que atividades de modelagem podem
ser integradas em UEPS de forma a proporcionar condicdes favoraveis a aprendizagem significativa
dos alunos. O planejamento e a execucdo de uma unidade de ensino para o estudo de topicos de
equac0es de diferencas exemplificam um caso em que ha indicios de que esta integracdo favorece a
aprendizagem dos alunos. Neste sentido, entendemos que uma aproximacao entre UEPS e modela-
gem matematica, possibilita potencializar a ocorréncia de aprendizagem significativa.

Os principios que fundamentam as UEPS definidas por Moreira (2011) estdo ancorados em
elementos e encaminhamentos sintonizados com uma perspectiva educacional que tem como foco a
aprendizagem significativa. Os aspectos sequenciais denominados também por Moreira de “passos’,
apresentam indicagOes do tipo de atividades e de procedimentos que podem ser desenvolvidos nas
unidades de ensino com vistas a ocorréncia de aprendizagem significativa. Entretanto, é a partir do
passo 3 que o papel da modelagem parece fortalecer em grande medida o potencial da UEPS para
esta ocorréncia.

A situacdo-problema em nivel introdutorio, como é o caso da primeira atividade de
modelagem que descrevemos, ao mesmo tempo em que colocou os alunos em contato com 0s
conceitos iniciais em relagdo as equages de diferencas, o fez de forma a desenvolver nos alunos a
intencionalidade e a atitude investigativa. Além de revisitar conceitos da estrutura cognitiva dos
alunos, a atividade serviu como um organizador prévio do processo de modelagem.

Outras atividades, como listas de exercicios e elaboragdo de planilhas dindmicas, ja viriam
para oferecer meios para os alunos avancarem, tanto em relacdo ao desenvolvimento do conteudo
de equacdes de diferengas quanto em relacdo a estruturacdo de modelos mentais, de definigdo de
problemas por si s6, na busca por solucdes e na realizacdo de trabalhos colaborativos em grupos,
aspectos alinhados com as indicagdes no ‘passo 5’ caracterizado na UEPS.

As orientacOes e explicagdes da professora para estas atividades tinham a intengdo de
apresentar o conteido considerando a diferenciacdo progressiva em que aspectos mais gerais e
inclusivos eram discutidos e o encaminhamento para o estudo de aspectos mais especificos era
definido para as diferentes atividades de modelagem matematica desenvolvidas.

A segunda atividade que descrevemos no texto, irrigacdo noturna, por sua vez, ja
corresponde a um estagio do estudo de equacdes de diferencas em que conceitos mais avangados,
seriam introduzidos e formalizados. Por outro lado, os alunos também ja estavam mais
familiarizados com o encaminhamento de uma atividade de modelagem e assim, uma maior
participagdo pode ser observada. Com esta atividade foi possivel buscar uma reconciliagdo
integradora no sentido de que conceitos ja estruturados em atividades anteriores precisariam ser
adequadamente articulados.

A partir da andlise dos quatro alunos que enunciamos neste trabalho, podemos conjecturar
que a inclusdo de atividades de modelagem na UEPS também a fortalece no que se refere a
verificacdo das condicBes bésicas para a ocorréncia de aprendizagem significativa: a) Material
potencialmente significativo: o material de ensino foi organizado com base em referéncias
bibliograficas adequadas para garantir significado 16gico, de modo a permitir a compreensdo dos
topicos de equacdes de diferencas propostos. Ademais, ndo foi percebida sinalizacdo negativa dos
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alunos quanto ao material disponibilizado ou utilizado nas aulas. Dessa forma presume-se que 0
material possa ter sido potencialmente significativo para os alunos; b) Predisposi¢cdo positiva para
aprender: a participagdo ativa dos alunos nas aulas e encontros extraclasse, envolvendo-se no
desenvolvimento das atividades, mais intensa em D1, D2, E3 e A4, é indicativa dessa
predisposicdo; c) Estrutura cognitiva com conhecimentos prévios adequados: levou-se em conta
gue 0s conhecimentos prévios necessarios para o estudo das equacdes de diferencas foram
contemplados na grade curricular do curso. De fato, isso ndo representa garantia de que a estrutura
cognitiva dos alunos estivesse adequada, por isso, o levantamento de alguns conhecimentos prévios
foi feito inicialmente e outros foram sendo levantados no decorrer da unidade. A medida que o
aluno externava auséncia imediata ou dificuldades com determinados subsuncores, providéncias
(como inclusdo ou retomada de conceitos) iam sendo tomadas para possibilitar transformacdo na
estrutura cognitiva.

Por fim, quanto a UEPS apresentada neste trabalho, podemos considera-la exitosa, dadas
as evidéncias de aprendizagem significativa, particularmente para os alunos D1, D2, E3 e A4, sobre
equacOes de diferencas e atividades de modelagem observadas, seja por meio dos registros dos
alunos nas resolucdes das atividades propostas, seja na elaboragéo e apresentacdo do trabalho de
modelagem.
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